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POVZETEK: Prikazane so teoretine osnove napetostno-deformacijske analize gectehni¥nih objektov s posebnim povdarkom na analizi
izkopov - bodisi nezavarovanih ali pa zavarovanih s pilotnimi stenami. Analiza je izvriena po metodi konZnih elementov z upo¥tevanjem
preprostih elastoplasti¥nih konstitucijskih zakonov (Drucker-Prager, Mohr-Coulomb). Rezultati preprostega rafunskega primera ilustrirajo

osnovne moZnosti pripravijenega raZunalnitkega programa.

SUMMARY:: The theoretical background for stress-strain analysis of geotechnical problems is presented with special regard to the analysis
of excavation in elastoplastic soils. Excavation may be supported by a sheet pile wall. The analysis is conducted by the finite element
metod, and simple elastoplastic constitutive relations for soils are employed (Drucker-Prager, Mohr-Coulomb). The basic capabilities of
the elaborated computer program are presented by the results of a simple test case.
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Uporaba pilotnih sten za za¥tito izkopov, ukopov ali plazovitih
pobotij je razmeroma u&inkovita in pogosta, projektiranje tak&nih
konstrukcij pa zahtevno, saj z upo¥tevanjem klasi€nih teorij za
dologitev zemeljskih pritiskov ne moremo zajeti vpliva interakcije
med zemljino in podporno konstrukeijo na velikost in razporeditev
zemeljskih pritiskov. Poleg tega uporaba klasinih metod, ki so
se uveljavile v inZenirski praksi, ne omogoZa analize deformacij-
skega stanja in napovedi pomikov podparne konstrukcije in vpliva
novogradnje na obstojee objekte.

Metoda konZnih elementov, ki omogota napetostno-deformacij-
sko analizo taksnih konstrukcij ob upo¥tevanju nelinearnih odnosov
med deformacijami in napetostmi, pri nas ¥e ni prodrla v inZenir-
sko prakso. Vzrokov za to je gotovo vef: programi za tovrstne
analize so dragi in teZje dostopni, priprava podatkov in inter-
pretacija rezultatov je zahtevnej$a, poleg tega je za analizo po
MKE potrebna dolotena mera izkusenj. Ce se znotraj teh splo¥nih
ugotovitev zadrZimo pri podatkih, ki so iz strokovnega vidika na-
jpomembnej¥i, hitro ugotovimo, da tovrstni komercialni programi
omogotajo uporabo cele vrste razlignih konstitucijskih modelov
razlitnih avtorjev. Nelinearne konstitucijske zveze zahtevajo poz-
navanje manj3ega ali ve¥jega ¥tevila parametrov, ki jih je potrebno
doloiti z laboratorijskimi in terenskimi preizkusi. Namen prispevka
je prikazati teoreti¥ne osnove elastoplasti¥ne analize napetostnega
in deformacijskega stanja pilotnih sten ob upo¥tevanju relativno
preprostega Mohr-Coulombovega ali Drucker-Pragerjevega konsti-
tucijskega modela, Ceprav sta navedena modela najpreprostejsa
kar jih uporabljamo v gomehaniki, sta zelo priljubljena zaradi ma-
jhnega %tevila parametrov, ki jih je mogoZe doloiti iz klasiZnih
laboratorijskih ali terenskih raziskav zemljin, in ker kljub temu da-
Jjeta zadovoljive rezultate.

Za analizo pilotnih sten je bilo potrebno v rafunalni¥ki program,
ki omogota elastoplastiZno analizo ravninskih deformacijskih stanj

po metodi kon&nih elementov, vgraditi e linijske elemente za mod-
eliranje pilotne stene oziroma sidro in posebne vozli¥¥ne kontaktne
elemente, ki omogotajo simulacijo zdrsa ali razpoke na kontaktu
pilotne stene in zemljine.

ELASTOPLASTICNI KONSTITUCIJSKI MODELI

V geotehniki so se izmed nelinearnih konstitucijskih zvez najbolj
uveljavili elastoplastitni modeli. Osnovne prednosti teh mode-
lov pred nelinearnimi elasti¥nimi modeli so predvsem v preprosti
razmejitvi med obremenitvijo in razbremenitvijo, kar je zlasti po-
membno pri konstrukcijah, kot so pilotne stene, okrog katerih se
del zemljine razbremenjuje (aktivno stanje), del pa obremenjuje
(pasivno stanje). Poleg tega preprosti elastoplasti¥ni modeli do-
bro opiejo obna3anje zemljin, kljub temu, da jih definira relativno
malo parametrov, ki jih je mogoZe doloiti iz standardnih preiskav.

Za zemljine, pa tudi za mnoge druge snovi velja, da se pri dovolj
majhnih napetostih obna%ajo kot linearna elastiéna snov. Pri li-
nearno elasti¢ni snovi je napetostno stanje enoli¥no dolofeno z
deformacijskim stanjem. Ce tako snov obremenimo, nato pa ez
&as razbremenimo, se napetostno in deformacijsko stanje povrne v
izhodi¥¢no stanje. Pri elasti¥ni snovi so torej deformacije povratne.

Kadar so pri zemljinah napetosti dovolj velike, postanejo zveze
med napetostmi in deformacijami nelinearne. Ce tako obreme-
njeno snov razbremenimo, se deformacije ne povrnejo v celoti v
izhodis€no stanje. Del deformacij je povraten (elastiten), del pa
nepovraten (plastiten). Tenzor deformacij torej lahko razstavimo
na elastiZni in plastiZni del (slika 1):

e=c 4P (1)
(Pri viskoznih zemljinah imenujemo nepovraten del deformacij vi-

skoplastitne deformacije, vendar se bomo v tem &lanku omejili na
obravnavanje neviskoznih zemljin.)
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Slika 1. Deformacijo sestavlja povraten in nepovraten del

Vsi elastoplasti¢ni modeli temeljijo na osnovnih konceptih inkre-
mentalne teorije plastiénosti:

- obstoju pogoja (funkcije) plastitnega teZenja F,

- funkciji plastiénega potenciala @ in

- zakonu utrjevanja {ali mehZanja).

Pogoj plastitnega teenja

Pogo). ki doloZa prestop iz elastitnega v plastiéno stanje imenu-
jemo pogoj plastiénega tefenja. Pogoj plastignega telenja mate-
matiéno podamo v obliki funkcije:

F = f(o,) - k(x) =0 )

Enatbo (2) s lahko predstavljamo kot sklenjeno ploskev v b di-
menzionalnem prostoru napetosti i jo imenujemo tudi ploskev
tetenja. Napetostna totka, ki podaja lego napetostnega stanja v
napetostnem prostoru, je lahke bodisi v notranjosti te napetostne
ploskve ali na njeni povréini, ne more pa se nahajati izven ploskve
tedenja

Prirastek obtezbe povzro#1 spremembo napetostnega stanja v te-
lesu. Ta sprememba lahko pomeni obremenitev ali razbremenitev.
Obremenitev nastopi, ko je

dF = oF

0(1’,1 ric"[J b (3)

razbremenitev pa predstavlja pogoj

dF = aip—dor=J <0. (4)

Ty

Material se obnaia elastiéno, &e leZi napetostna totka znotraj
ploskve tezenja ali pa e leZi napelostna totka na ploskvi teenja
in prirastek obtezbe povzrogi razbremenitev. Matematitno to za-
pisemo:

) F

F<0 ali F=0 in dF:O—dat_,(O. (5)
doy,

Plasti€no se obna%a material, ko je F = 0. Logimo dva primera;

obremenitev

aF

F=0 i dF:Ba,]

do,; > 0. (6)
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in poseben primer, ko se napetostno stanje spremeni tako, da se
ohrani na ploskvi teZenja in ne povrofi spremembe plastiénih de-
formacij. Pravimo, da gre za nevtralno obremenitev, matematiéni
pogoj pa se glasi:

; aF
F=0 in dF = OT”dO"J =0, (7)

Funkcija plasti&nega potenciala

Elastini del prirastka deformacij je s prirastkom napetosti povezan
preko znane zveze:

det] = Cypr doyg . (8)

Funkcijo, ki dolota velikost in smer plastiénih deformacij v advis-
nosti od napelostnega stanja, imenujemo plasti¢ni patencial (0.

24 (9)

de?! = dA

do,,

0

cer,

a0

l'f‘

Slika 2. Ploskev plastitnega potenciala in pricastek plasticmh de-
formacy)

Vidimo, da je smer prirastka plasti¢nih deformacij ortogonalna na
ploskev plastiénega potenciala (slika 2) Celoten prirastek defor-
macij je torey iz (1), (8) in (9):

a0

5 (10)

J;‘,J = C',_,“ (fau + dA

V teoriji plastiznosti pogosto uporabljame modele, pri katerih za
funkcijo plastitnega potenciala uporabimo kar pogoj plastiénega
tefenja, torej (} = F. V tem primeru govonmo o asociativnih
elastoplastiznih modelih, sicer pa () # F) o neasociativnih. Pri
tem je pomembno poudariti, da uporaba neasociativnih elasto-
plastiénih modelov privede do nesimetritne konstitucijske matrike
in s tem do povetane potrebe po ratunalni¢kem spominu in do
povetanja ratunskega Zasa

Zakon utrjevanja

Modele brez upoStevanja utrjevanja (meh&anja) imenujemo ide-
alne elastoplastizne modele. Tipigen diagram o — ¢ takega mate-
riala je narisan z odebeljeno &rto na shki 3. Ploskev plastiZnega
teZenja za idealno elastoplastiten matenal ima obliko.

F=floy)—k, (k=konst). (11)



Na isti sliki sta prikazana §e o —¢ diagrama materiala z utrjevanjem
in meh€anjem

A
iz "
utrjevanje

idealne elastoplastidno

dnehéanye

s
Slika 3. o — ¢ diagrami idealno elastoplastinega matenala in ma-
teriala z utrjevanjem ter meh&anjem

Zakon utrjevanja & = k(x) pove, kako se ploskev plasti¢nega
tefenja F spreminja glede na deformacijsko in napetostno stanje
K je parameter utrjevanja. Najpogosteje uperabljamo kot pa-
rameter utrjevanja celotno plastitno deformacijo ' ali celotno
plasti¢no delo 11°%

Preprost model utrjevanja, predstavljen z bilinearmim o — ¢ di-

agramom na sliki 4, je pogosto zadovoljiv priblizek za analizo
Stevilnith geotehniznih problemov

9

Slika 4. Preprost model snovi z utrjevanjem

Sirsa razprava o zakonih utrjevanja presega zastavljen okvir élanka
Bralcu so o tem na voljo Stevilni (tuji) teksti

Tangentni konstitucijski zakon

Tangentni konstitucijski zakon povezuje prirastke napelosti ,, s
prirastki-deformaciy -y

da,, = D"Jﬂ“ dgg (12)

Pri doletitvi tangentne konstitucijske matrike smo uposteval tn
temeljne pogoje:

1 Dekompozicya prirastkov deformaciy ds = dztt 4 !
2 Hookov zakon. doy, = Dy pdst!
3 Pogoj konsistence

Floy.n)=0; dF = (£ Y do, + (§£) dn =0

doyy

Ob upoktevanju gornjih pogojev lahke zapitemo celotno shemo v
matri€éni obliki

- dekompozicija prirastkov deformacy
{de} = {d="1} + {de¥'} . (13)

- elastiéni konstitucijski zakon

{do) = [D){d="} | (14)
- plasti¢ni potencial
o[ 29N
{de? }_d,\{a{gl} = dr{b} . (15)

- plasti¥ni pogoj teZenja
F=F({c}.x)=0. (16)

- pogoj konsistence

o= {2V o {8 e,

Ob upostevanju enab (13), (14) in (15) lahko zapisemo
{do} = [D]({de} — dA{b}) . (18)

Po uvedbi cznak

ar !

fa} = {a{a}} (19)
1 JOF

A= - oodn (20)

se pogo) konsistence glasi:
dF = {a) {da} - Ad) = 0. (21)

Izraz A predstavlja funkeijo utrjevanja. Vrednost je odvisna od de-
formacijskega in napetostnega stanja ter parametra utrjevanja. V
primeru, da uporabljamo idealno elastoplastiten maternial, funkcija
F ni odvisna od plastitnih deformaciy in je njegova vrednost nig
(A =0) V primeru bilinearnega diagrama s slike 4 pa Je vrednost
A enaka modulu (naklonu) H'

Iz enatbe (17) izrazimo faktor dA

_ {u}"“[D]{dc‘}
= (.H {u}"‘[D]{b]) ‘ (e

Ce refitev za dA vstavimo v enagbo (18) sledi.

(D]{b}{a}" (D]

{dcr} = [[D] Bt Wj{ {d:‘} = [D"']{ff;’} (23)

oziroma

: [D}{b}{a}"[D] }
T e [(B] = 220200 L 24
1= (101 i 5
Enatba (23) podaja tangentni konstitucijski zakon, enatba (24) pa
tangentno konstitucijsko matriko. V primeru asociativnega zakona
tefenja () = F') sta vektorja {a} in {b} identi¢na.
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Invariante napetostnega tenzorja

Najpogosteje izrafamo konstitucijske zakone v odvisnosti od in-
variant napetostnega tenzorja gy; ali deviatorja napetostnega ten-
zorja si; = oiy — 8ijork (8ij je Kroneckerjev simbol). Invariante
izratunamo po ena&bah:

Jy = sk
Jy = %.s,-,-s,-,- (25)

' 1
J3 = §8ij85k5ki -

Jy = ok
Jz = %o,-jcrj,-

J3 = }o,;0k0

Z navedenimi napetostnimi invariantami lahko pregledno zapiZemo
vetino konstitucijskih zakonov. Pri zapisu Mohr-Coulombovega
pogoja plasti¥nega tetenja pa je veliko udobneje uporabiti Lode-
jev kot @ namesto tretje napetostne invariante. Lodejev kot je
geometrijsko predstavljen na sliki 7, definira pa ga enatba:

V3 g

WA 7f6 <8< nf6. (26)

sin38 = —

Mohr-Coulombov pogoj plastinega tetenja

Mohr-Coulombov pogoj plasti¥nega teZenja je posplositev Coulom-
bovega (1773) stritnega zakona (slika 5):

T=c—ogtang . (27)
-
=]
£ F
e 7 AN
Q ! 0 A B D C -o
X c col¢ T3 y
Tn 1

a
= 3

Slika 5. Mohr-Coulombov striZni zakon

7 je maksimalna stri¥na napetost, o, je glavna normalna napetost
(tlak je negativen), ¢ je kohezija in ¢ kot notranjega trenja mate-
riala. Ob upo¥tevanju o1 > o7 > o3 lahko iz geometrije na sliki
5 zapi¥emo Mohr-Coulombov zakon v splo¥nejsi obliki:

(o1 — 03) = 2ccosp — (o7 + o3)sing . (28)

Dokler je napetostno stanje znotraj ploskve, ki jo predstavlja e-
natba, (28) je material v elastitnem obmo&ju, ko pa se dotakne
ploskve, se zaZne plasti¥no te¥enje. Zapi¥imo torej zgornji izraz v
obliki funkcije tefenja ob tem pa ga izrazimo $e v odvisnosti od
invariant napetostnega tenzorja Ji, J4 in 6:

F= %Jl sing +4/J3 (cosﬂ— %sin BSincp) —ccosy . (29)

Slika 6 prikazuje Mohr-Coulombovo ploskev te¥enja v napetostnem
prostoru o1, 03,3, slika 7 pa njen prerez z oktaedrsko (imenovano
tudi ) ravnino.
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Mohr—-Coulomb

Slika 6. Mohr-Coulombova ploskev plastinega tefenja v prostoru
glavnih napetosti

Model (brez utrjevanja) je povsem popisan s tirimi parametri: K
in G - elasti¥ni konstanti (kompresijski in strifni modul) ter ¢ in
@ - strifna parametra. UpoStevanje utrjevanja oziroma meh¥anja
zahteva dodatno ¥e vsaj en parameter.

—03

Drucker—Prager Mohr~Coulomb

Slika 7. Mohr-Coulombova in Drucker-Pragerjeva ploskev plastit-
nega tetenja v preseku z oktaedrsko ravnino

v

Drucker-Pragerjev pogoj plastitnega teenja

Drucker in Prager sta leta 1952 predstavila poenostavitev Mohr-
Coulombovega modela. Nepravilno ¥eststrano piramido, ki pred-
stavlja Mohr-Coulombovo ploskev tefenja v napetostnem pros-
toru sta zamenjala s krofnim stofcem. V preseku z oktaedrsko
ravnino je Drucker-Pragerjeva ploskev tefenja torej kroZnica (slika
7). Enostavnej¥o obliko predstavlja tudi enostavnej¥a enatba:

FI, ) =ali + /T -k =0. (30)

Parameter « predstavlja naklon ploskve te¥enja v ravnini Jy, \/J—:’,.
k' pa odsek na 1/} osi pri J; = 0 (slika 8). Podobnost s striznima
parametroma iz Mohr-Coulombovega modela daje slutiti, da med
temi ¥tirimi parametri obstaja matematiZna relacija. Vendar zveza
ni ena sama. Odvisna je od tega kako vri¥emo Drucker-Pragerjevo
kroZnico v Mohr-Coulombov ¥estkotnik. V primeru splo¥nega tri-
osnega napetostnega stanja imamo dve skrajni moZnosti: kroZnico
lahko potegnemo skozi bolj oddaljena (zunanja) ogli¥¥a Zestkotni-



ka (totke B, D, F na sliki 7), ali skozi bliZja (notranja) oglis¥a (A,
C, E). V prvem primeru izratunamo parametra « in k' po enatbah
(31), v drugem pa po enatbah (32):

2sing . bceosp

= — = F=—a———— 31
* V3(3 —sin ) V3(3 —siny) (31)
2sing i 6ccos
=T L — | 32
“ V3(3 +sin ) V3(3 +sin p) (32)
V primeru ravninskega deformacijskega stanja sta vrednosti:
... B s oo PP, Ay
V9 +12tan? V9 +12tan?yp
Vi
&3
--'/ R
k
7‘11

Slika 8. Drucker-Pragerjeva ploskev plastinega tefenja v koordi-
natnem sistemu /J5 — J3

Tudi idealno elastoplasti¥ni Drucker-Pragerjev model je povsem
popisan s &tirimi parametri: K in G ter k' in a.
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Slika 9. Nosilnost tal pod trakato obtetbo: primeri A, B, Cin D

Velja opozoriti, da daje uporaba Drucker-Pragerjevega modela z
razlino preraZunanima konstantama a in k' (odvisno od napetost-

nega stanja) lahko zelo razlitne rezultate in pogosto drugaZne
od tistih, ki jih dobimo z uporabo Mohr-Coulombovega modela,
katerega smatramo v mehaniki tal za bolj primernega (Zienkiewicz,
1976; Chen, Mizuno, 1990). Na sliki 9 je reproduciran primer iz
citiranih publikacij. Temeljna tla s karakteristikami: E = 2.07-10°
kPa, v = 0.3, ¢ = 69 kPa, v = 20° so obremenjena s trakasto
obte¥bo Zirine 3.14 m. [5¢emo mejno vrednost te obtefbe (nosil-
nost). Vpliv lastne teZe tal je bil v teh analizah zanemarjen. Pred-
stavljeni so 3tirje ra&uni:

A  Mohr-Coulombov model,

B Drucker-Pragerjev model - k' in o za ravninsko deformaci-

jsko stanje - enaZba (33),
C Drucker-Pragerjev model - k' in a po enaZbi (32),
D Drucker-Pragerjev model - &' in o po enatbi (31).

OSNOVNE ENACBE MKE

Ravnovesne enaZbe za analizo po MKE obitajno izpeljemo iz prin-
cipa o virtualnem delu. Splo¥no se enatba v matriZni obliki glasi:

]V {o}{oe}dV = jv {(FHou)av + fs ROLCOTCED

ali
Waot = Wiyn (35)

oziroma z besedami: delo notranjih sil je enako delu zunanjih sil.
V enatbi pomeni V' volumen obravnavanega telesa, 5, povr¥ino
telesa, na kateri je predpisana zunanja obteba, {f] volumske sile
(lastna te¥a), {p} povrSinske sile in {u} pomike. Ob upo3tevanju
aproksimacij metode konZnih elementov:

{u} =[N}{U}, {e}=[Bl{V] (36)
([¥] je matrika oblikovnih funkcij, [B] matrika odvodov oblikovnih

funkeij, {U} vektor vozlig€nih pomikov) in zveze med napetostmi
in deformacijami:

{0} = [D){e} (37)

ter ob razmisleku, da mora enatba (34) veljati za vsakr¥en vektor
virtualnih pomikov {6U}, preide enatba (34) v obliko:

f (BID)BIT{U}dV = f [NIT{f}av + j [N]7 {p)}dS, (38)
v v S,

oziroma skraj¥ano

[KI{U) = (P} . (39)
Pri tem smo upo¥tevali okrajiavi:
(K] = [ BoyE ey (40)
v
(P} = jy INIT(f)av + js gy, (41)

[K] je togostna matrika sistema kon&nih elementov in { P} vektor
obtefbe. Zaradi nelinearne zveze med napetostmi in deformacijami
velja ena¥ba (39) le za infinitezimalno majhne prirastke pomikov in
sil, uporabna pa je tudi za ustrezne kon&no velike prirastke obteZbe
in pomikov:
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[K{AU} = {AP} . (42)

Aus

Rz 4V

Fa

iteracija 1

daul [sau? _46au?

Up- Uy u

Slika 10. Klasizni Newton-Raphsonov iteracijski postopek

Ker je enatba nelinearna, jo refujemo iterativno z ustrezno nu-
meri¥no metodo. Siroko se uporablja Newton-Raphsonova metoda
v eni izmed znanih inakic. Metoda je za eno prostostno stopnjo
prikazana na sliki 10. DebelejSa rta prikazuje "pravo” reitev,
tanj¥a pa iterativno priblizevanje k tej refitvi, Algoritem Newton-
Raphsonovega iteracijskega postopka za reditev enatbe (42) v
tasovnem koraku n + 1 sestavljajo naslednji koraki (spodnji in-
deksi se nanaZajo na asovni korak, zgornji pa pomenijo zaporedno
Etevilko iteracije):

1. Znane so vse koliZine na koncu Zasovnega koraka n.

2. lzraZun prirastka vektorja pomikov {AUZ,}.
Dobimo ga kot refitev enaZbe (42). Pri tem uporabimo tan-
gentno konstitucijsko matriko iz predhodnega (zadnjega skon-
vergiranega) ¥asovnega koraka n.

3. Ratun prirastkov deformacij in napetosti.
Tako izratunane napetosti imenujemo elastiéni prediktor. Kaj
lahko se zgodi, da leZi elasti¥ni prediktor izven ploskve plasti-
tnega tetenja. Pravimo tudi, da tako napetostno stanje "kr&i"
ploskev plastitnega tefenja. lzratunano napetostno stanje pa
sme le¥ati kveZjemu na tej ploskvi. Zaradi potrebne korekcije
(vratanja napetostnega stanja na ploskev plastiénega tefenja)
v nekaterih toZkah mre¥e kon&nih elementov ni ravnotezja med
prirastkom zunanje obteZbo in notranjih sil (AF;un # AFqa).

4. Ratun "rezidualnih sil”. Ustvarjeno neravnoteZje moramo po-
praviti. lzra¥unamo vektorja notranjih in zunanjih sil po ena&-
bah:

{(AFpp} = fv (BT (Bd' , }dV (43)

(BFuun) = jv (NI (B f)aV + jg INIT{Op}ds,  (44)

in iz razlike t.i. vektor rezidualnih sil:

{R'} = {Aqun} e {Aant} % (45)
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5. Kontrola konvergence. V kolikor je norma vektorja rezidual-
nih sil manj$a od neke izbrane tolerance, smo z rezultatom
zadovoljni in nadaljujemo rafun pri naslednjem Zasovnem (ob-
te¥nem) koraku (totka 1). Sicer nadaljujemo pri toZki 6.

6. lzratunamo popravek vektorja prirastka pomikov {§AU'}:

[K'HsAU'} = {R'} (46)
7. Popravljeni vektor prirastka pomikov je:
(AU} = {AU35) + {6807 (47)
Ratun nadaljujemo pri koraku 3.

Zahtevnej$i bralec najde podrobneja pojasnila o vrafanju napeto-
sti na ploskev plastinega teenja, o kriterijih konvergence, modi-
fikacijah osnovnega Newton-Raphsonovega postopka in druge ra-
Zunske posebnosti v citirani literaturi (n.pr. Owen, Hinton, 1980
ali Chen, Mizuno 1990).

Simulacija izkopa

Pri analizi geotehniZnih objektov pogosto predstavlja obteZbo nasi-
pavanje ali izkop materiala. Za simulacijo gradnje nasipov ali izva-
janja izkopov je potrebno v analizi po metodi konZnih elementov
storiti naslednje:

1. V vsakem obtefnem koraku, ki ga predstavlja izkop ali nasip
materiala moramo redefinirati mrefo kon¥nih elementov in od-
vzete ali dodane elemente upo3tevati pri ralunu togostne ma-
trike.

2. Dolotiti ekvivalentno vozli&no obteZbo.

Dodajanje in odvzemanje elementov v mre¥o konZnih elementov
je tehni¥ne (programerske) narave in v splo¥nem ne predstavija
problema.

Za dolotitev ekvivalentne vozli&&ne obte¥be smo uporabili posto-
pek (Borja, Lee, Seed, 1989), ki temelji na variacijski formulaciji
in zagotavlja enolinost reditve in neodvisnost reditve od 3tevila faz
izkopa ali nasipa.

Za zagotovitev ravnotefja v fasu t, mora veljati enatba:
{Fual}n = {qun}n s (48)

kjer je:

(Frodn = [ 1B o)V (49)

{Fron}n = jv (NI {f)aV + j [NT{p}ds, . (50)

Sp

Z odstranitvijo ali dodajanjem elementov v ¥asovnem inkrementu
At = t,41 — t, pokvarimo ravnote¥je sistema. Pogoj ravnoteja
v Zasu t,y1 zahteva refitev sistema nelinearnih enatb oziroma
doloZitev pomikov {u,11}, tako da bo izpolnjena enaZba:

{Frmt}n-l-l = {ann}n+1 . (51)
Za dolotitev vektorja pomikov {u,41} moramo enatbo linearizi-

rati. Linearizacija okoli konfiguracije, ki jo dolota vektor pomikov
{uk 11} k-te iteracije, vodi k iterativnem postopku retitve:



{F:mr({u::+1})]{A“~} = {Frunlns1 — {Fnol({u::+1})] (52)

in
{”iﬁ} = {upp1} +{8u"}, (53)
kjer je izraz:
' - _ HEwol{u})
{thai({uv’:+1})} = a{u} (u}:+1 (54)

Jacobijeva matrika iz enaZbe (54) je tangentna togostna matrika,
ki jo ob upoXtevanju enatbe (49) in elastoplasti¥nega odnosa med
napetostmi in deformacijami lahke izratunamo:

(Flol {uk 1))} = fv L BITIDBNY = [ (59)

n

Enatba (52) se sedaj glasi:
[){8u*) = {Frunbntt = {Faol{uns1})} = {Riya} - (56)

Ce primerjamo enatbe (49) do (56) z enatbami (43) do (47),
vidimo, da se ves postopek simulacije izkopa prevede na klasi¢ni
iterativni Newton-Raphsonov postopek za reditev sistema nelin-
earnih enafb. U&inek izkopa ali nasipa se pozna pri ratunu vek-
torja rezidualnih sil, saj dobimo zaradi integracije napetosti po
spremenjenem integracijskem obmoZju (V in S, nista konstantna)
na mejnici izkopa ali nasipa neuravnotezene sile {R% ,}. Omeniti
velja, da z uporabo opisanega postopka pri simulaciji izkopa av-
tomatiZno izpolnimo pogoj, da so napetosti na povrdini izkopa nig.

Implementacijo opisane metode si oglejmo na primeru izkopa tipi¢-
nega elementa V¢ € V. Brez pretevilfenja vozli3¥ in elementov
v originalni mrei lahko direktno uporabime enatbo (56) tako, da
postavimo prispevke e-tega elementa h globalnim silam {F},5.} in
F:un na nit,

(Frol = [ 1B (o)av = (57)

(Frd = [ W rpaves [ 67 t)as =0 (58)

in eliminiramo prispevek togosti tega elementa h globalni togostni
matriki, tako da velja:

el = | [ o< )

kjer || || pomeni normo matrike. Praktiéno to pomeni, da posta-
vimo &lene togostne matrike na neke zelo male vrednosti. EnaZbi
(57) in (58) zagotavljata, da so prispevki e-tega elementa h glo-
balnem vektorju rezidualnih sil ni&:

{Re}=F:un—Fr:o!EO‘ (60)

Pri elastoplasti¥ni analizi nasipavanja materiala nastopi problem,
saj napetostno stanje v elementih, ki jih dodajamo, ni znano, vek-
tor notranjih vozli&nih sil {Fy,¢} pa je odvisen od napetosti {on},
prav tako je od napetosti odvisna tudi togostna matrika elemen-
ta. ObiZajno v rafunu postopamo tako, da predpostavimo niZne
zaZetne napetosti po elementu in upo¥tevamo elastiéno togostno
matriko.

Uporabljeni konéni elementi

Za analizo pilotnih sten smo v program vgradili tri vrste kon¥nih

" elementov:

- trikotni konZni element za diskretizacijo zemljine,

- linijski kon&ni element za modeliranje pilotne stene in sider ter

- to¥kovni kontaktni element za simulacijo zdrsov in razpok med
razli¥nimi materiali (n.pt. med zemljino in pilotno steno).

Trikotni konéni element

Uporabljeni trikotni konéni element (slika 11) ima linearen potek
pomikov po polju kon¥nega elementa. Deformacije in napetosti po
polju konZnega elementa so konstantne. Element ima ¥est pros-
tostnih stopenj - po dva neznana pomika v treh vogalnih vozlistih
trikotnika. Enagbe izbranega trikotnega kon¥nega elementa so na
voljo v vetini knjig o MKE in jih tu ne navajamo.

Y

Slika 11. Trikotni konéni element

Linijski konéni element
Za pilotno steno in sidra smo uporabili klasiZni elasti¥ni linijski ele-

ment s po tremi prostostnimi stopnjami v vsakem vozlid€u. Enatba
linijskega elementa v lokalnem koordinatnem sistemu 2 —y se glasi:

[K{Ui} = {Pi} . (61)
Togostna matrika v lokalnem koordinatnem sistemu je:

AL? 0 0 -—-AL? o0 0

0 12I 6IL 0 -—12I 6IL

_E| 0 6IL 4IL 0 —6IL 2IL
Kl=gzsl a2 0 o a2 o o |@ (2

0 -12f -6IL 0 12 —6IL

0 6IL 2IL 0 —6IL 4IL

vektorja sil in pomikov pa:

{PY7 = {N1,Q1, My, N3, Qa, M) (63)
{U)T = {Ue1,Uy1,®1,Usz, Uya, @2} (64)

kjer je
N osna sila v vozlis€u elementa,
@ pre&na sila v vozli3Zu elementa,
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M upogibni moment v vozlis¥u elementa,

U; pomik v smeri i v vozli¥¢u elementa,

¢ zasuk v vozli¥€u elementa,

E elastini modul materiala,

I vztrajnostni moment prereza elementa okoli z osi,
A povriina prereza elementa.

Predno togostno matriko linijskega elementa priftejemo v enatbo
sistema, jo moramo transformirati v globalni koordinatni sistem:

(K] = [T)7IKA(T] (65)

kjer je [K'] matrika linijskega elementa v globalnem koordinatnem
sistemu, [T pa transformacijska matrika:

(66)

[Tl =

oooo.‘_':»
cCoOOoOO»>T
oo~ OO
91]: o oo
(=T N = I = N = }
—HoOo0Oo0coo

A=cosd, p=sind (67)

Slika 12. Linijski konZni element

Ker imamo v vsakem vozli¥€u linijskega elementa poleg dveh pomi-
kov ¥e zasuk, se ¥tevilo prostostnih stopenj v vozlig&ih linijskih ele-
mentov ne ujema s ¥tevilom prostostnih stopenj v vozli§¢ih trikot-
nih elementov. Ker je znan obteZni vektor momentov v vozli¥&ih
linijskih elementov ({M} = {0}), lahko uporabimo postapek kon-
denzacije na celotni togostni matriki skupine linijskih elementov.
Togostno matriko sistema linijskih elementov v globalnem koor-
dinatnem sistemu lahko zapi¥emo lo¥eno po prostostnih stopnjah
pomikov in zasukov:

(P} _ [ K]l [Kpm]] [{U}

{{Ml}"{[rfma [Km.]]{{w}}' (68)
Ker velja:

{M} = [Enpl{U} + [I{nm]{®} = {0} , (69)

lahke zapi¥emo:
{0} = ~[Kum] " [Kmp{U} . (70)
Ob upo¥tevanju enaZbe (68) dobimo:

{P} = ([KPP] - {I\’pm][h’mm]dl[Kmp]){U} = [Khn]{U} (71)
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[Kkon] = [Kpp] — [Kpm][Kmm}_I[KmP] : (72)
Oznake v enaZbah (68)-(72) pomenijo:

[K#&on] kondenzirana togostna matrika,
{P}  vektor vozlignih sil,

{M} vektor vozli¥&nih momentov,
{U}  vektor vozli¥&nih pomikov,

{®}  vektor vozlig&nih zasukov.

Pri tvorjenju matrike sistema konZnih elementov predstavija pri-
spevek linijskih elementov kondenzirana matrika skupine linijskih
elementov [Ky,,]. Za rakun notranjih statiZnih kolitin je potreb-
no najprej izratunati vektor vozli¥nih zasukov po enatbi (70),
nato transformirati vektor globalnih vozli¥nih pomikov v lokalni
sistem linijskega elementa in kon&no po enatbi (61) dolotiti iskane
notranje sile in upogibne momente,

Toékovni kontaktni element

Ker vladajo na stiku med podporno konstrukcijo in zemljino spe-
cifitne razmere, smo uporabili $e poseben totkovni kontaktni el-
ement. FiziZno ta element nima dimenzije. Predstavijata ga dve
ortogonalni vzmeti, ena v normalni in ena v tangentni smeri kon-
takta (slika 13). Ima dve vozli&i in Ztiri prostostne stopnje.

Slika 13. Totkovni kontaktni element

Enatba elementa v lokalnem koordinatnem sistemu je padana z
izrazom:
Rl1_[K 0 AU,
Rf=[v 2){an) o
kjer je

K, togost vzmeti v tangencialni smeri kontakta,
K,  togost vzmeti v smeri normale na kontakt,
AU, raztezek vzmeti v tangencialni smeri kontakta,
AU, raztezek vzmeti v smeri normale na kontakt,
F sila v tangencialni vzmeti in

F, sila v normalni vzmeti.

Podobno kot za togostno matriko linijskega elementa velja tudi
za matriko kontaktnega elementa, da jo moramo transformirati v



globalni koordinatni sistem predno jo pristejemo v globalno matriko
sistema (enatba (65)).

+Ft
Kt |Fi(max)=Fea = Fy tany’
AUy
_Ft
_F‘n
Kp
AUn

Slika 14. Delovna diagrama za tangentno in normalno togost kon-
taktnega elementa

Ker s konstantnimi togostmi K, in I(,, ne moremo simulirati de-
Janskega obna3anja na stiku med konstrukcijo in zemljino (zdrs po
kontaktu ali razpoke), smo definirali konstitucijski zakon v obliki
Mohr-Coulombovega striznega zakona (tlagna sila je negativna):

Ftoee = Foa — Fatang' (74)

F.q je adhezijska sila, ' pa trenjski kot na stiku dveh materialov.
V primeru, ko dejanska sila F, presefe vrednost Fy___. nastopi
plastifikacija in zdrs po kontaktu, saj je nosilnost na kontaktu
izkori¥€ena in je tangentna togost enaka nit. Ker zemljina ne
prenese nateznih napetosti, je v primeru natezne normalne sile
(Fn > 0) togost v normalni in tangentni smeri enaka nit. Delovna
diagrama za tangentno in normalno smer sta podana na sliki 14.

PRIMER

Na podlagi predstavljenih teoretiZnih osnov smo izdelali program
BOJAN in ga uporabili za analizo pilotnih sten. Sistematitna
primerjava analiz pilotnih sten po vsakdanjih klasiZnih postopkih z
analizami po nelinearni deformacijski metodi s programom BOJAN
Je prikazana v posebnem &lanku (Pulko, Logar, 1993). Za prikaz
delovanja programa podajamo rezultate analize dvometrskega iz-
kopa zemljine in sicer:

a) elastiéna analiza izkopa brez pilotne stene
b) elastoplastiéna analiza izkopa brez pilotne stene in
c) elastoplastitna analiza izkopa, varovanega s pilotno steno.

Karakteristike tal so: v = 20.0 kN/m®, E = 10.000 kN/m?2, v =
0.4, Drucker-Pragerjeva ploskev plasti¢nega tefenja in plastitnega
potenciala (asociativen model) je definirana s parametroma o =
0.14in k' = 2.32 kPa. Pri primeru c) smo za pilotno steno upota-
bili elastini modul betona By = 3.15 - 107 kN/m?2 in debelino
stene 0.25 m2.

MreZa konZnih elementov je prikazana na sliki 15, na sliki 16 so
prikazane deformirane oblike izkopa za primere a), b) in ¢c), na
sliki 17 pa so oznaZeni plastificirani elementi v primerih b) in c).
V preglednici | podajamo ¥e vrednosti izratunanih pomikov karak-
teristiénih toZk A in B (slika 15).

Preglednica |,

Primer| uZ ud ul uf |5t iteraci]
-0.00050 | 0.00021 |-0.00208 | 0.00165 0
-0.00635 | -0.00304 | -0.00272 | 0.00164 13

c -0.00199 | 0.00081 |-0.00225 | 0.00081 5
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Slika 15, Uporabljena mre¥a konénih elementov
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Slika 16. Deformirana oblika izkopa za primere a), b) in c)

Iz rezultatov je razvidno, da pride v dnu izkopa (totka B) do
dviZkov, kar je zaradi razbremenitve razumljivo. Vertikalna stena
izkopa se horizontalno premakne proti izkopu. Vogalna totka B
se v vseh treh primerih zelo podobno obna%a, bistveno pa se ra-
zlikuje premik vertikalne stene izkopa, zlasti v horizontalni smeri.
Ta razlika gre na ratun plasti¢nih deformacij elementov, v katerih
je pri¥lo do plastifikacije. Slednji so oznaZeni na sliki 17. Vidimo,
da je v primeru c), ko izkop varuje pilotna stena, podrogje plasti-
fikacije manje.
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Slika 17. Plastificirani elementi za primera b) in c)

ZAKLJUCKI

V &lanky smo prikazali teoreti¥ne osnove za analizo konzolnih ali
sidranih pilotnih sten v elastoplasti¥ni zemljini. V prvem delu so
opisane osnovne enalbe elastoplasti€nih snovi, podrobneje pa sta
predstavijena Mohr-Coulombov in Drucker-Pragerjev model. V
drugem delu so predstavljene posebnosti v zvezi z uporabo metode
konZnih elementov pri rafunu pilotnih sten, kot so: posebna kon-
&na elementa za simulacijo stene in sider ter za simulacijo razpok
in zdrsa med razli¥nimi materiali in postopek za analizo izkopa
zemljine. Na teh teoretiZnih osnovah je bil pripravijen rakunalnizki
program, ki omogo¥a praktitne ralune pilotnih sten (in drugih
geotehniZnih problemov) z metodo konZnih elementov. Za ilus-
tracijo delovanja programa so prikazani tudi rezultati analize izko-
pa brez in z uporabo pilotne stene.
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